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Helmqols tanliyinin xtsusi hallari va daxili sarhad masalalari

Xulasa

Bu moagalada, Helmqols tonliyinin xtsusi hallari va daxili sarhad sortlorinin (Neyman sarhadlori)
tonliyin davranisina tosiri arasdirilir. Helmgqols tonliyi dalga yayilan sahalorda, xtsusils elektromagnit
Vo akustik dalgalarin yayilmasini tasvir edir. Mogalods Hankel funksiyalarinin totbigi ilo xarici sarhad
mosalalori vo Neyman sarhad sortinin totbiq edildiyi voziyyastlor muzakirs edilir. Xususils, sarhad
sartlarinin vo handoasi formaligin, masalon, dairavi va ya sferik formalarin tonliyin xtsusi hallorina
tosiri tohlil edilir. Bu yanasmalarin todqiqgi, mihandislik va fizika sahalorinds dalga problemlarinin
daha effektiv hallini tomin etmok mogsadini gudur.
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Particular solutions of the Helmholtz equation and internal
boundary value problems

Abstract

This article examines the special solutions of the Helmholtz equation and the impact of internal
boundary conditions (Neumann boundary conditions) on the behavior of the equation. The Helmholtz
equation describes the propagation of wave fields, particularly the propagation of electromagnetic
and acoustic waves. The article discusses external boundary problems and the application of
Neumann boundary conditions through the use of Hankel functions. In particular, it analyzes the
effects of boundary conditions and geometric form, such as circular or spherical shapes, on the special
solutions of the equation. The study of these approaches aims to provide more efficient solutions to
wave problems in the fields of engineering and physics.
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Giris
Helmgols tanliyi, dalga nozariyyasinds vo elektromagnit sahoalarinin tohlilinds vacib rol oynayir.
Bu tonlik asagidaki sokilds yazilir:
V2u+k?u=0
Burada u axtarilan funksiya vo k dalga sayidir. Helmgqols tonliyi, dalgalarin yayilmasini miixtolif
saholordas, 0 cumlodon akustika, optika vo elektromagnit nazoriyyssinds tosvir edir. Bu mogalonin
mogsadi, Helmqols tanliyinin xtsusi hallarinin xtsusiyyatlorini tohlil etmok vo daxili sarhad

sartlarinin bu hallars tasirini anlamagqdir. Tanliyin hallori sarhad sartlorindan, xtisusilo do Neyman
sarhad sartindan asili olaraq doayisir (Koshlyakov, Glitser, Smirnov, 1970).
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Helmbholtz tonliyinin muxtalif sarhad sartlori ilo halli genis tatbiq sahslorina malikdir. Neyman
sarhad sorti, sorhad Uzorinds funksiyanin normal téramasinin sifir olmasi1 halin1 gostorir. Bu,
moasalan, elektromagnit sahslorinds sarhadds enerji axininin sifir oldugu vaziyyatlords istifads edilir.
Bu mogalods, Hankel funksiyalarmin totbigi vasitosilo xarici dalgalarin yayilmasi vo sarhad
sartlarinin tanliys olan tasirlari tohlil olunur. Xisusan, daxili sarhad sartlarinin Helmqols tanliyinin
spektral xususiyyatlorina vo hollorinin davranigina tosiri arasdirilir (Sveshnikov, Bogolyubov,
Kravtsov, 1993).

Tadqiqgat

Tonliyin hallinin nazari vo hesablamali yanagmalari, homginin bu hallorin muxtalif fizik vo
mihondislik sahalarindaki tatbiglori, masalon, rezonans fenomenlari va dalga yayilma problemlori,
genis sokildo miizakirs edilir.

Helmgqols tanliyi t¢un daxili sarhad masalalori:

Polyar koordinat sisteminda Helmqols tonliyinin xtsusi hallarini qurdugdan

sonra sarhad mosalalarinin halline baxaq ([1], s.378, 389, 394; 1, 5.335).

Dairo daxilinds asagidaki mosaloys baxaq:

Au+k?u=0, 0<r<a (1)

aZ_“+/;u = 1(p), || +]8%0, (2)
r r=a

Burada «,8 miayyan sabitlordir.
Bu masalanin hallini Helmgols tonliyinin xtsusi hallari Uzrs sira soklinds quraq ([2]):
u(r,go)z%Jo(kr)+ZJn(kr){Alcosngp+ B, sinng} (3)

n=1

A, vo B, omsallar1 (2) sorhad sortindon tayin edilir. Onun ugtin (3) ifadssini (2) minasibatindo
nozors alaraq f (qo) funksiyasini trigonometrik sistem {izro siraya ayirsaq

Aq{ag%(krﬂﬁ%(kr)} _ o @

r=a

Bn{aan(kr)an(kr)H . (5)

r=a

miinasibstlorini alariq. Burada f{* vo f*) komiyyatlori f(¢) funksiyasinin Furye omsallaridir:
2z

=2 [ t(p)cosned
T

. )

1
1=~ [ 1{p)sinngdy

4 0
Ogor n=0,1.2,... olduqda

aJ(ka)+ A, (ka) =0
olarsa A, vo B, omsallari (4) vo (5) munasibatlorindon birgiymatli tayin olunurlar.
(c)
A = fy ,n=012,...
okd; (ka)+ A3, (ka)
fn(S)

=12,..

B, = , N
okd!(ka)+ A3, (ka)
Onda (3) halli asagidaki sokilds tapilir:
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u(rp) = 16— Itk
2 % okd,(ka)+ B3, (ka)
< J.(kr) ()
+> n (£ cosng+ £V sinng)
i okd;(ka)+ B, (ka)

Qeyd edok ki, okJ/(ka)+ £J,(ka)=0 olduqda tapilan (7) halli var va yeganadir, yani (1), (2)
masalasinin yegana halli var va bu hall (7) seklindadir. ©gor okJ!(ka)+ A3, (ka)=0 miayyan
n=n, oldugda 6dsnoarss, onda

A,k (k) + 3, (k) = 1 ®
B, lkJ;, (ka)+ A3, (ka)}= ©)
miinasibatlori ancaq f(*) = f”(OS) =0 oldugda ziddiyyattli deyil. Ogar fn(OS) Vo £09 smsallarmdan

he¢ olmazsa biri sifirdan forglidirss, onda (8) va (9) minasibatlori ziddiyatlidir va (1), (2) sarhad
mosalasinin halli yoxdur (Morse, Feshbach, 1953).

ok, (ka)+ A, (ka)=0
sorti k? adodinin
Au+ Au =0, O<r<a
au (10)
a5+ﬁur:a:0, uz0
Sturm-Liuvilli masalasinin moxsusi adadi olmasina ekvivalentdir: ([1], $.248, 268, 590, 593, 565)
k? = Al
Beloliklo, k* ododi dairo iigiin Laplas operatorunun moxsusi adadi oldugda (1), (2) serhad
mosalasinin ya holli yoxdur, ya da halli var, lakin yegans holl deyil. Dgor | f{®|+|f{*)|+0 olarsa (1),
(2) sorhod masalosinin halli yoxdur (Magnus, Sneyers, n.d.). ©gor () = f{*) =0 olarsa, (4), (5)-
don A, va B, amsallari isa ixtiyari giymat ola bilor. Ona goras do bu halda sarhad masalasinin halli

+

u= fO(C)(Aho cosnyp + B, sin nogo)Jno(kr)+

2 J. (kr) () (5) on
+ L f'2cosnp+ f °’sinn 11
wzn%akJé(kaHﬂJn(ka)(” p 1y sinng) D

soklindadir.
Burada A, va B, ixtiyari sabitlordir.

Helmqols tanliyinin xdsusi hallari:
(r,@) polyar koordinat sisteminda

Au+cu=0, c=const @
Helmqols tanliyina baxag. Bu tonliyin hallini
u(r.@)=R(r)a(r) ®)

soklindo axtarag.
Polyar koordinat sisteminda Au Laplas operatorunun ifadassinin

1( auj 1 d%
AU:— r— +—2—2
r.or) r°op

oldugunu nazoro alaraq (2) ifadasini (1) munasibatinds nazars alsaq vo doyisonlorine ayirsaq
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d( dr
r—|r— |+cr’R )
dr\ dr __D'(9)
R(r) ?(p)

Buradan R(r) funksiyasi ti¢iin

r’R(r)+rR'(r)+(cr’ =A)R=0 (3)
tonliyini , @(¢) funksiyasi ii¢iin iso

D'(p)+A2(p)=0

tonliyini alirg.
@ -dayisonini ¢iklik doyison oldugundan @(¢) funksiyas1 27 periodlu funksiya olmalidir, yani

D(p+271)=D(¢p). Belaliklo @(¢) funksiyasini tayin etmak Gglin

D"(p)+AD(p)=0, 0<p<2r,
D(p+27)=D(¢p), ixtiyaripuuis,
D(p)#0

Sturm —Liuvill masalasini aliriq. Bu masalanin halli

cosn
@n(co):{ . (o; A=4,=n*,n=012,..
sinng

funksiyalaridir.

A, odadlorinin n* oldugunu (3) tenliyinds nazors alag: ([1], s. 590, 593,596)
r’R"+rR +(cr’ —n*)R=0

¢ >0 Vo ¢ <0 hallarma ayriliqda baxaq. Tutaq ki, c=k* >0. Onda

r*R"(r)+rR(r)+(k*r> =n*)R(r)=0
tonliyinin Gmumi halli

R(r)=R,(r)=cJ,(kr)+c,N,(kr)
Vo ya
R(r)=R,(r)=AH(kr)+AH?(kr)
miinasibati ilo tayin olunur. Burada J (x), N.(x), H{Y(x),H?(x) funksiyalar1 uygun olaraq

Bessel, Neyman, birinci név Hankel, ikinci név Hankel funksiyalaridir. Bu funksiyalar arasinda
asagidaki olagolor vardir (Evans, 2010):
J,(z)cosav—J —v(z)

N(2)= sinzv

Hél)(z):‘]_v(z).—.e’ J4.(2)
isinav

H?(z)=S ngz_)—va(Z)
isinzav

H{P(2)=3,(2)+IN,(2)
H{P(2)=3,(2)=iN,(2)
H(2) =" H{(z2)
H2(2)=e "' HP(z2)
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I(2)=(-1)3,(2)

2

1,(2)=3 (-1)%{5) m+vrl(m+1)r1(m+v+1)

Belaliklo, ¢ =k? olduqgda
Au+k?u=0
Helmgqols tonliyinin asagidaki hallar seriyasi var (Magnus, n.d.):

cosho,
Jn(kr){ oS
sinng;

cosng
sinng;

Nn(kr){

cosho,
Hn(kr){ oSN
sinng;
cosneg,
Hﬁ(kr){ e
sinng;

Bu hallar seriyasindan ancaq

cosn
Jn(kr){ o
Sinng

(4)

(5)

(6)

()

r — 0 oldugda mohduddurlar. r —0 olduqda isa (5) - (7) hallar seriyasi qeyri mahduddurlar.

r — oo oldugda iso

cosn
uO(r,p) = Hﬁ“(kr){ o
sinng
hollori
oul ( 1 )
— —iku{” =0] ==
or " Jr

stialanma sortini

cosn
u£2>(r,<o)=H§”(kr>{ e
sinng
hallori iso
out® ( 1 j
—— +iku(? =0] -
or " Jr

stialanma sortini 6dayirlar.
Indi iso ¢ =—x* <0 halina baxaq. Bu halda

r’R”+rR —(k’r> +n’)R=0
tonliyinin imumi halli

R(r)=R,(r)=c,I, (kr)+c,K(kr)

soklindo tapilir. Burada 1 (Xx) vo K, (X) funksiyalart uygun olaraq infeld vo Makdonald
funksiyalaridir (2, s.883). Bu funksiyalar {igiin asagidaki miinasibotlor dogrudur (Martin, 2006).

1,(z)=i"3,(iz)

Kv(z)='§ei2VH5”(iz ):
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-

\(2)= ZF(m+1)F(m+v+1))

Belalikla
Au—ku=0
Helmgqols tanliyinin mustavids asagidaki hollor seriyasi vardir:

| (ke ){cosn(p ’ Kn(kr){c?sn(p;
ne

sinng
Bu hallardan

cosn
I (kr ){ ? n=012,.. ®)
ne
r — 0 oldugda mahduddur vo r — oo olduqgda isa sonsuz boyukddr.
K, (kr ){COS ?  n=042,.. ©)
nne

hallari isa r — 0 oldugda geyri-mohdud, r — oo olduqgda iss miintazom olaraq sifra yaxinlasirlar
(Courant, Hilbert, 1989).

Natica

Bu mogaloda Helmgols tanliyinin xisusi hollori vo daxili sarhad sartlarinin tanliyin halloring
tosiri otrafli sokildo tohlil edilmigdir. Neyman sarhad sartlori vo Hankel funksiyalariin totbiqi
vasitasilo Helmqols tanliyinin dalga yayilmasi ilo slagedar olan mosoalalor arasdirilmigdir. ©lds
olunan naticalar gostarir ki, Neyman sarhad sartlari, funksiyanin normal téramasinin sifir olmasi
ilo bagli tobioto malikdir va bu, xiisusan dal@a yayilma problemlarinds miihiim rol oynayir.

Hankel funksiyalari, xtsusilos sferik va silindrik koordinatlarda, xarici dalgalarin davranisini
tosvir etmok Uglin effektiv bir Usul olaraq istifads edilir. Bu funksiyalar Helmqols tanliyinin halli
Uclin xdisusi bir alat rolunu oynayir va sarhad sartlori ilo bagli yaranan masalalari hall etmokda mihim
ohamiyyato malikdir. Xarici dalgalarin yayilmasi vo sarhad sartlari arasindaki olagoe daha dorindan
anlagild1 vo bu alagonin tonliyin mumi hoallari Uzarindaki tosiri tohlil edildi.

Todgigatin naticalorino osaslanaraq, daxili sarhad soartlori tonliyin hollorinin spektral
xususiyyatlarini doyisdirir vo bu da tonliyin davranisini shomiyyatli sokildo tesir edir. Daxili
sorhadlorin Neyman sartina uygun olmasi, sarhod izorinds funksiyanin normal téramasinin sifir
olmasi prinsipine uygun goldikdo, dalgalarin yayilmasina tasir edan xisusiyyatlor shamiyyatli
doracado doyisir.

Oldo olunan analitik vo numerik naticalor, Neyman sarhad sartinin totbiqi altinda Helmqols
tanliyinin hallorinin fiziki xususiyyatlorini aydinlasdirir. Homginin, Hankel funksiyalarinin tatbiqi,
xususan sferik va silindrik sistemlarda diizgiin naticalor aldo etmok (i¢tin vacib bir vasitadir. Bu
yanagmalarin miihondislik vo fizika sahalorindoki praktiki totbiglori, masalon, akustika vo
elektromagnit saholorinin yayilmasi ilo bagh problemlorin daha dogiq vo effektiv hallino imkan
yaradir.

Notico olarag, Helmqols tanliyinin daxili serhad sortlori altinda tohlil edilmasi, bu sahadoaki
golocak todgigatlar Gglin mihim istigamatlori gostorir. Galacok todgigatlar, névbati marhalalarda
daha kompleks geometrik formalarda vo yeni sorhad sortlori altinda dalga yayilma fenomenlarinin
aragdirilmasina yonoaldilmalidir.
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